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Vorrede. 



. gewöhnlich in 

Vi -hax-h hx^ 

den Lehrbüchern gegebene Methode habe ich in § 1 auseinander gesetzt und 

gezeigt, dass das ( . in die Form 

^ Vi + ax -h bx^ 

f— =£^== = Vl-f ax -f bx^ (Ao + Aix + A^^ + + A^^^x^'") 

'^ Wl-hax-hbx^ \ / 

dx 



--f: 



+ c 



Vi + ax + bx^ 

gebracht werden kann. Man differenzirt diese Gleichung, multiplizirt mit 
Wurzel Vi + ax -h bx\ vergleicht die Coefficienten der Potenzen von x auf 
beiden Seiten, und erhält dadurch eine Keihe von linearen Relationen, mittelst 
welcher man alle Coefficienten A und Aj^ bestimmen kann. Zwar erhält man 
durch dieses recurrente Verfahren nach und nach alle Coefl&cienten, aber 
zunächst keinen geschlossenen Ausdruck. Man findet auf di^se Weise nur 
die allgemeine Form eines Ausdruckes als Functionen von n, und als rationale 
Functionen von a und ^, aber man kann die Coefl&cienten nicht explicite be- 
stimmen. 

Diese Coeflicienten werden zu complicirt als dass es leicht gelingen könnte 
diese zahlentheoretische Functionen in das Grebiet der bisher bekannten Func- 
tionen der Zahlen einzufügen. Ich habe mich aber bemüht sie wenigstens 
explicite zu bestimmen und durch einfachere Functionen von a und b auszu- 
drücken. Um dies auszuführen habe ich in § 2 die Ausdrücke 

1 



U = 



Vi + ax-h bx^ 
und 

a r dx 



V = 



/: 



Vi -{-ax-^-bs^ -^ Vi -^ax-^-bx^ 

eingeführt und in Reihen, 

U = Uq^ UiX -f U2X* + u^ + 
V = ViX H- ViX^ -\- v^x^ -h v^x^ + 



• • • • • 
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entwickelt. Der binomische Lehrsatz liefert sämmtliche Coefficienten in der 
Entwicklung von U, § 3, und die Coefl&cienten in der Reihe für V lassen sich 
als Summen von Produkten dieser Binomial-Coefl&cienten ausdrücken, § 7. 
Zwischen den Coefl&cienten in den Reihen für U und V bestehen die linearen 
Relationen, § 4 und § 8, 



(2n + 2)w„^i + {271-^ l)au^ + 2nbu^^ = 0, 
(2n + 2) v.^i -f (2 « + 1) at;„ + 2 n^v^^i = 0. 

Aus ihnen lassen sich, § 12, die Determinanten 



(12) 
(20) 



und 



«*» 


^» 


w«- 


-l^r^l 


«n+1 V«+l 


W„- 


-1 V»-l 



ab 



n-l 



W 



(25) 



2n + l «*&»-* 
2n + 2 » 



(26) 



bilden. 

In den Reihen für U und V betrachte ich nun, § 13, die Reste 



und führe die Grössen 

C^„ = ( C^ — Wo ~ ^1* ~" ^2^^ — • • • 






u. 



,af ) Vi -f- aa; -f 6a;^ 



Fj, = ( r — ViX — VjjÄ* — Vs^' 



v^x"^) Vi -f ax -I- ^a:^ 



ein. 



Mittelst der Relationen zwischen den Coeflicienten in den Reihen für ü 
und V, Formeln (12) und (20), bekomme ich in § 14 einfache Werte für 

ä1 TT flV 

—r^ und -r^* Durch Elimination, § 15, aus diesen beiden Differential- 
dx dx 

Quotienten ergibt sich in § 16 mittelst der Determinante, F. 25, 



db^ 



Vi -h ax - 



ax -+- bx^ 



= Vi -f aa; -f bx^ V (UyV„ — VyU„) x"^ 



Y-O 



H-w, 



.«/ 



dx 



Vi + ÖW5 + ^aJ*'* 



+ a 



Diese Methode hat den Vorteil sich auf die Berechnung des elliptischen 
Integrals 

x^'dx 



f 



Vi + ax -h bx^ + cx^ 
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ausdehnen zu lassen. Zu diesem Zweck werden^ §§25-35, 

1 



cr= 



r= 



W = 



Vi -\- ax -i- bx^ + ex* 



a 



s 



dx 



^l'hax'\-bx^-hca^*^ -y/l -h ax + bx^ -h ex* 
a r xdx 



f: 



Vi + ax + bx^ -f cx^ ^ Vi + ax + bx^ + C7? 



in Reihen entwickelt : 

Z7 = Wo + ^1* "+■ ^^^ + ^8^' + • • * 



Die Uj^ sind leicht berechenbar und die v^^ und tt?|. lassen sich als Summen 
homogener Produkten der Uj^ darstellen. Aus den Reihen für ?7, V^ und W 
werden wieder Ausdrücke 



XJ^^ (jj — u^ — u^x — u^ — — ^n^) Vi + ax -k-bx^ -\- ca?^ 

Vn= {V— ViX — v^ — — v^ä") Vi -h ax -h bx^ + ex*, 

W^= (JV — w^ — w^ — — 'W^M^J") Vi -^ax -\' bx^ + ex* 



gebildet, und aus den Differential-Quotienten -r— , ^— , -^- 

ax ax ax 

Elimination 



dU^ dV^ dW^ ^ ,, ^ ^ 

" " " erhält man durch 



2n + 3 



2 



c2> 



/ 



x'^'^Hx 



Vi -4- aa; + ^x* + ca;* 



= - ( A ^. + A F« + z>3 ^«) + C 



oder 



2n-\-S 



eD 



/ 



aj"+2c?aj 



Vi -f aa; -|- ^x^ + ea? 



y=« 



= VlTa^T^xH^ 2^ (As + Avy -h Aw'y)«?^ 



Y=0 



— aA J*" 



e^x 



Vi -\-aX'\- bx^ -f ca:* 



-aD^^- 



xdx 



Vi H-'aaj + 6aj* + ex' 



+ C7, 



wo 



2>H 



^» ^n+1 ^n+2 
W» ^»+1 ^«+2 



vi VORREDE. 

ist, und 2>i, 2>2, und Dg die Unterdeterminanten nach der ersten Colonne von 
D sind, §§ 36-38. 

Ich benutze diese Grelegenheit, um meinem verehrten Lehrer Herrn Professor 
Gordan meinen herzlichen Dank auszusprechen für die Anregung die er mir 
bei dieser Arbeit zu Theil werden lies. 
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Vi + aa; + hx^ 
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Vl-f aaj + bx^*^ VTTaxThx^ 
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DISSEETATIOIS". 



Abschnitt I. 



, = durch Differentiation. 

V 1 -f ax -f bx^ 

Methoden für die Behandlung von Integralen zweiter Gattung 

/x^dx 



Vi -h ax-h hx^ 

n positiv, werden gewöhnlich durch eine vorhergehende Differentiation 

gewonnen. Man geht von dem Ausdruck a;»»-i Vi -h ax -h bx^ aus und 
differenzirt nach x. 



(m - 1) x'^-^l -h aaj -h &a^2) -h (I -h bx^x"'-^ 



—(«»»- ^ Vi -f aa; -h bx^ = , 

dx^ ' VH- aic -h bx^ 

mbx^ H ax^-'^ -h (m — V)x^-'^ 



Vi -\- ax-\' b7? 
Durch Integration bekommt man 

/ x'^dx _ a;>^--iVl j^ax-\-b7? _ (2 m — 1) a ^ x'^-'^dx 

VITa^T^"" ^^^ 2m6 J VH- aa: -f- hx^ 

__ m — 1 r x'^-^dx 
^b J Vi + aic + ba^ 
Wir haben also eine Recursionsformel, durch welche das Integral 

x^dx 



f. 



Vi -f aa; + bx^ 

sich auf einfachere Integrale zurückführen lässt. Durch Wiederholung der- 
selben wird das Integral schliesslich auf das Integral 

/ dx 
-y/l + ax-h bx^ 



2 DISSERTATION. 

zurückgeführt. Hieraus folgte dass das Integral 

x^dx 



f: 



Vi + ax-^ bx^ 
in die Form 

r , ^""^^ = = Vi + aa; -h bx^(Ao + ^i« + A^ + h ^.laj*»"*) 

•^ Vi + aa; + ^ic* 

•^ -^l + ax-hbx^ 

gebracht werden kann, wo die Coefficienten A und A^^ Constanten sind. Um 

sie zu berechnen differenzirt man, multiplizirt dann mit Vi + ax + bx^, und 
vergleicht die Coefficienten der Potenzen von x auf beiden Seiten. Hierdurch 
erhält man eine Reihe von Recursionsformeln, aus welchen die Constanten A 
und Ajt nach und nach bestimmt werden können. Als Beispiel berechnen wir 

das Integral 

/ xHx 
Vi ->r <ix-\-b7? 

J VlT^^T^^ V Vl-f aaj -f bx^ 

^ =Vl + aa; + ^>a;«(2^8a; + ^i)+ . {A^x^-\-A^x-\- A^ 



Vi -\- ax-^- bx^ Vi '\-wx-\-b7^ 

Vi + ax'\- bot? 
ajs = (^^a;^ -f ax + 1) (2 ^2^» + ^i) + {M + ^) (^2«^ + A^x + ^0) + ^. 



x^:0 = ^aA2'h2bAi, Ai = - 



3b 
5a 



X :0 = 2A2'hiaAi'\-bAo, A 







12 ^^» 
24 b^ 



n rw j , ^ A . j A 12 ab — 5 a^ 

x«:0 = A + 2^o + "^' ^ = — leZ^ — 

Also ist 

J Vl + ax + te» ^l + «-^ + ^^l,3ö^ 120»''+ 246» / 

12 ab — 5 a^C dx . ^ ,^. 

166« J Vi + ax + bx^ ^ ^ 



ABSCHNITT I. 



2. Einführung von 



TT 1 j TT a r dx 

U= . und r=— ;===== J - 



-h^ J ._J!r^ ==+g 



/x^dx 
. in die Form 

Vi + ax-{' h7? 

r x^dx ^^ ^ Vi + oaj + 6x2 (^ -|. ^ a; + ^^ ^. . . . . ^ ^„_ix"-') 

dx 

ViTöxT^ 

gebracht werden kann. 

Wir wollen in dieser Gleichung x einen so kleinen Wert geben, dass man 
diejenigen Potenzen von sc, deren Exponent grösser als n ist, vernachlässigen 
kann. Wir können dann nach dieser Voraussetzung das Integral linkerhand 
vernachlässigen. Unsere Gleichung nimmt bis auf höhere Potenzen von x 
folgende Form an : 

= ^l + ax-^-hxUÄ^ + ^1« + • • • • + ^-.ix»-^) + A C—==^== + C, 

^ VI -f ax + 1)3? 

oder 

C A C dx 



/dx 



Vl + axH-&c* Vl-hax + ^x**^ Vl-fax+^x* 
Wir fuhren linkerhand die Bezeichnungen U und V ein 



?7 = --=L= (2) 



und 

a C dx 



r= 



f, "'" (3) 



Vi + ax + 6x* «^ Vi -H ax 4- 6x* 
und erhalten : 

^CU--V= Ao + A^x + A^ +•••• + ^n-ia^"~^. 

Um die Cöefficienten -4 und A^^ zu berechnen entwickeln wir nun ü und F 
in Reihen welche nach steigenden Potenzen von x fortschreiten. 

?7 = Wo + ^1^ + '^^ + ^s^J* +•••'•+ w„x**. (4) 

F" = ViX -h VjX* + VsX* +•••• + v„x". (5) 

Es ist erlaubt die Reihe für V mit ViX zu beginnen. 



DISSERTATION. 



3. Berechnung von u^ und u„,u • 



Wir wollen zunächst die Coefficienten u^ in 



ü = 



Vi -^ ax'\-hx^ 

berechnen. Zu diesem Zweck entwickeln wir (1 + aa; -h bx^—^ nach dem 
polynomischen Lehrsatz. Der numerische Coefficient im allgemeinen Gliede 

wo r = a + ß ist, hat den Wert 

l-3-5----(2r-l) 
'^ '' 2^ al ßl 



welchen wir durch 



("') 



bezeichnen. Wir erhalten alle Coefficienten 



t.„=2(-l)' 






wenn wir in der Formel a und /Ö alle ganzen positiven Werte geben die der 
Gleichung n = a +2 ß genügen. Wir setzen also der Reihe nach 

1 



i8 = 0,l,2,3,----Ä:,- 



n 



^ oder — 
2 2 



Der letzte Wert von ß richtet sich darnach ob n eine ungrade oder grade Zahl 
ist. Ihnen entsprechen die Werte 

n, n — 2y n — ^f n — ßy • • • • ti — 2 ä;, • • • • 1 oder 0, 

von a. Durch Eintragung erhalten wir 

\n,0/ \n-2,l/ \n-4,2/ Vn-afc, */ 

+ (,f«ii)a&V' oder (^i)^' 



t« 



n— 1 



-h w „_i «^ 2 oder w « ^ • 



n, 



itr= 



n — 1 n 
2 ' 2 



= X tf«,A d^"^ b^, wobei 



ifc=0 






(6) 



J 



ABSCHNITT I. 
Unter anderm ist 

Uo=( ) 

\o»o/ 



Ui 



<> 

= «10 a 

1 

u, = ('*) «» + C"*) b 

\2, 0/ \0, 1/ 

=«s,o a* + Mi,i J 

Vs, ' \8, 1/ 

= «40 ** + «4,1 a*b + «4,4 J» 

35 4 16 „ , 3., K^) 

„. = r*) a» + r *) a»J + (-*) ah> 

\ö, 0/ \3, 1/ \1, 2/ 

63 ,^35 ,. 15 -, 
u, = f *) a« + f *) a^^^ + f *) a'b' + f*) ^« 

V«, 0/ \4, 1/ \2, 2/ Vo, »/ 

231 , 315 ,, , 105 „, 5., 

\7, 0/ \ö, 1 ' \8, 2 ' \1, 3/ 



Wg 



429 ,^693 ,. 315 ^.^ ^^^ ,3 
= - "2U« + -2r« ^ " "2^^ ^ "^2* 

\8, 0/ \6, 1/ \4, 2/ \2, 8/ Vo, 4/ 

= t^8,0 Öt* + ^8,1 Ö^*^ + ^8,2 Ö^*^^ + ^8,8 ^^^^ + ^8,4 ^* 

6435 « 3003 «, .3465 .^/ 315 „, '. 35^. 

= -2ir «' - -2ir «'* + -gir «*^ - ^^ *' + 2^**- 
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4. (2 71 -h 2) i/„+i -h (2 71 + 1) aw„ + 2 w*w„_i = 0. 

Wir haben soeben die Werte der w's und ihre numerischen Coefficienten 
berechnet. Wir können aber auch Kecursionsformeln für dieselbe aufstellen, 
vermöge welcher man sie nach und nach berechnen kann. Zu diesem Zweck 
differenziren wir die Formel 



U = 



Vi -\- ax-^ bx^ 



tragen in das Resultat 

dU 
dx 



(1 -h aaj -h hx^ + u{^ -^-hxj = 0, 



die Werte 



^ = Wo ■+" ^1^5 + u^^ -h • • • • -h u^x^ 



und 



dU 



= Wi 4- 2 u^x -h 3 u^a? • • — \- (n — V) u„_iX^^ -h nu„x 



n—l 



dx 

ein, und erhalten 
(ui -h 2 Waic -h 3 u^^ -h + ww„cc«-^ -h (71 -h 1) w„+i«") (l-f aa; + ^ä^ 

+ (uq -h Wi« + Wa^c* + ^82^® + + u„_iX^-^ -h w^cc«) ( - -h bx) = 0. 

Durch Vergleichung der Coefficienten der Potenzen von x entsteht die 
Formel 



oder 



(n + 1) u^^i H jr — au„ + nbu^^i = 0, 



(2 71 -f 2)u^^i + (271 + 1) aw„ + 27iK^i = 0. 



k3) 



Unter anderm ist 



2u2-\-—^Ui + bUo = 

5a 

3 7*8 + "ö" ^a + 2 ^t^i = 



oder 2ui + au^ = 0, 



oder 4 7*2 + 3 aui -h 2 ^Mq = 0, 



oder 6^8 + 6 ötz^j -h 4 ^t^i = 0, 



oder 8 7*4 H- 7 a7*2 + 6 bu2 = 0. 



(9) 
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Tragen wir in diese Formeln für die w's ihre Werte aus F. (7) ein, so 
gelangen wir zu Identitäten aus denen nochmals die Eichtigkeit erhellt. 
Sie lauten 

2 (-i«) -ha- 1 = 0. 
4(|«._|,)+3a(-|a) 



+ 2b-l = 0. 



(9 a) 



6. Verifteation der Formel 

(2 » + 2) M„+i + (2n + l)au„ + 2 nbu„_i - 0. 

Man kann sich in folgender Weise von der Richtigkeit unserer Formel 
überzeugen. Wir gehen von den Identitäten 

(a) - (« + 1) (2« - 2 A + 1) + (2» + 1) (» - 2* + 1) + 2«* = 0, 



^' V»-t+i/- \n-kt2n-2k + 2' 



k 



aus, multipliziren (a) mit / \l j , und erixalten zunächst 



2k + l) 



+ 



'^'OCh'- 



Das erste Glied wird mittelst den Identitäten (h) und (c) der Reihe nach 
in die Ausdrücke 



(71 -f 1) ( * ) r^\ (271 - 2Ä +2), 

(«+i)("Mr"*^')2Ä 

\n— it+l/ \ * / 



k 
-i 






umgeformt ; das zweite mittelst (d) in 
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das dritte Glied ist 

2nk( "* ). 
Unsere Gleichung wird dann 

(2n+2)( "* )'hi2n + l)( '^)+2n( "* ) = 0. (10) 

Wir mnltipliziren sie mit a'*~^+^^ und erhalten 

(2n + 2)( "* ')a'*"*'''** + (2^ + l)C ~* V"^""'^ 

+ 2n/' "* ) a»-«:+i^* = 0. (11) 

Wir geben hierin k jetzt alle ganzen positiven Werte von bis — r — oder - 

jenachdem n eine ungrade oder grade Zahl ist ; Glieder mit negativen Indices 
oder Exponenten sind ausgeschlossen. Nach dieser Voraussetzung erhalten 
wir für Ä = 

(2 w + 2) C "* ) a«+^ + (2 n + 1) ("*) a"+i. (11 a) 

Dieser Ausdruck ist null. Die beiden Glieder heben sich weg. A; = ist 

der einzige Fall von bis ^ wo negative Indices vorkommen, und die Gleichung 

(11) bleibt richtig wenn man das betreffende Glied vernachlässigt. 
Wir haben also allgemein 

L— \»i— 2fc+l, k/ \'Hr—2kf k/ 



k=0 



+ 2n( * ) a-«*+*6*1 = 0. 

Um die Sache einfacher zu gestalten nehmen wir an n sei eine grade Zahl und 
untersuchen dann jedes Glied in F. (12) für sich. 

Das erste Glied ^\2n'\-2)( "* )a»-2*+*^ 

wird 



\ 
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oder nach F. (6) 

= (2n + 2)ttn + l. 

Das zweite Glied ^(2n + l)(^^\ a-»+i ^ 

geht über in 

= (2 n + 1) a I u^a*^ + w«,iö^*~*^ + u^a*^V H h u^nJß 

= (2 n + 1) aw^. 



Für das dritte Glied 
erhält man 



2n( * \or^^V^ 
ViH-at+i^H-i/ 






= 2 n* r^n-i.oa'^^ + w«-i 



= 2n5t«, 



»— 1" 



Also ist 



(2n + 2) t«„+i + (2» -f 1) aw. + 2nbu^i = 0. 



(12) 



6. (2n + 2)i^„^i,;fc + (2n + l)t^„,4 + 2nu^i,^i = 0. 

Wir haben früher, F. (11 a), bewiesen dass Formel (11) für den Fall k = 



(2n + 2)( *)a'»+i + (2n + l)C *)« 

\n+l,o/ \% 0/ 

wird, oder was dasselbe ist 

(2 n + 2) u„^,^o + (2 n + l)u,,o = 0. 



n+l — 



= 



* Formel (12) ist dieselbe wie Formel (8). 



(13) 



-» « - - f J 

-» - « j ' 



rf *. 
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Dies folgt auch aus F. (10) für k = 0. Ebenso haben wir im allgemeinen 
aus F. (10) 

(2/1 + 2) t^„^i,, + (2 71 + 1) u„^, -f 2 nw„_i,^i = 0. (14) 

Wir wollen die Richtigkeit von F. (14) nochmals bestätigen indem wir aus 
F. (6) die Werte für w„+i,*, u„i, w„_i,*_i eintragen. Es ist dann 

(2n'h2) u„^i^jt -f (2 w -f 1) ti^^jt + 2 ww„_i,*_i 

- /g„ I gx l^5»5--(2n-2A; + l) 1 »3»5 ■ -■ (gn--2Ä:- 1) 
--(2/1 + 2) 2»-*^i(^^'2Ä-fl)! Ä! +(2^ + 1) 2»-*(n-2Ä:)! Ä! 



1'3'5 (2yl-2^--l) 

"^ 2«-^(n-2Ä + l)! (ÄJ-1)! 



= ^2->-2l + l)^ 

Die eckige Klammer ist aber identisch Null, also ist 

(2 n + 2) i^„^i,,. + (2 71 + 1) t^„,^ + 2 7iw„_i.i_i = 0. 

7. Berechnung von ¥„. 

Unsere nächste Aufgabe ist die Berechnung der Coefficienten v„ in der 
Reihe für 

xr ^ /* dx . o . ^ , 

V = ■■ , I . = ViX -\- v^x^ '\- v^ar H — • • 

VI + ax + ^^a;V Vl-j-oi+lx^ 

In die Form von einfachen binomial Coefficienten ähnlich den w's können 
die v's nicht gebracht werden ; sie lassen sich aber als Summe homogener 
Produkten der w's darstellen. Hierzu transformiren wir die Formel 

Y= ... I , = ViX + ViX^ + v^x^ -(_.... 

Vi + aa; + bx^J V 1 + aaj + bx^ 

und erhalten 



= aUf 



Udx, 



V= a (Uq + UiX + u^^ + •••• + u„x*^) j (uq + UiX + Wj«^ + •'•* + ^n^") ^^ 

\ 2 3 71/ 

Die additive Constante C dürfen wir gleich Null setzen. 
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Der Coefficient v^ von x^ hat den Wert 



^n = ö^ L J 1 



-2?fl I ^«-8^2 . ^n^^« , 



• • • • 



^it^^^a , Wo^n- 



W-1 






=»— 1 



"■ ""A r+1 



(15) 



r=0 

Unter anderm ist 



Vj» = a 



1 









(16) 



Tragen wir in diesen Formeln für die w's ihre Werte aus Formeln (7) ein, 
so wird 



Vi 


= a. 




n 


= ^2,0 Ö^^ 






3 


• 


Vt 


= -^8.0 a^ 


4- 1;8 .1 a^ 




Ö 3 


-|a&. 


V4 


= «^4,0 a* 


+ ^4,1 ^'^ 




25 

- 2« 


«* + Jg Ä 



(17) 



* Zieht man zusammen so wird 

w— 1 n—2 
2 ' 2 U»-'— ^Ur 



r=- 



^« = « 2) 



i-=0 



(n + 1) a 



{n-r)(r+l) 



n-1 (ri-l)-2 (n-2)-3 



Un Un—2 

2 2 



V 2 >) ^ 2 2 



t Die Bedeutung der numerischen CoeflBcienten Vn,g werden wir später geben. 
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«• = «'«.0 »' + "m «** + »M "^ 

231 -j^ll9 „ 231 „- 
= - IT «• + -gT «"^ - äTß «* • 



v^ = v^ ^ a^ -|- v^ j a*6 + Vj2 ^^ + ^7,9 <*^* 
429 , 275 „ . 849 .,. 16 



^'-^«'* + ö:2i^'**- 



a^». 



(17) 



210 - 2^ Ö-2« 35 

Vg = Vg a* + ^8,1 a** + ^8,1 ofV + Vg^s a'^* 

-J5^,,8.2§61^6j_4213 16159 

- 21* ^ 2" 2^*» ^ 2«-35 



8. (27i + 2)v„+i + (2w + l)at;, + 2?i^^i = 0. 

Dass für äie v^s keine so einfache Ausdrücke existiren wie für die w's 
haben wir eben erfahren. Die Becnrsionsformel für sie ist aber grade so 
einfach als die der ^'s und lässt sich eben so leicht herleiten. 

Wir differenziren 



F Vi +«« + &»' = 



-»/■ 



dx 



vTTööT^^ 



dV 
tragen für V und -r- die Werte 



— = Vi + 2 Vjflj + 3 v^ + •••• + nv^x'^^ 



ein, und bekommen , 

[vi + 2 VaX + 3 Vj»* + • • — h nv^x^^ + (» + 1) v„^.ia;"] (1 + aa; + Ja;^ 

+ (ViX + v^^ + v,a^ H h Vn_,iX^^ -h v„x*») f 2 + ^^) = ^• 



Durch Vergleichung der Coefficienten der Potenzen von x entsteht 

(n + 1) v^^i H — av„ + nbv^^i = 

oder 

(2 n + 2) v„^i + (2 71 + 1) av„ + 2 nbtf„^i = 0. 



(18) 
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Unter anderm ist 

Vi — a = 

3 

2v2'\--avi = 



Svi'\--av2'\-2bvi 

7 



= 



= 



oder Vi — a = 0f 
oder 4 1;2 -h 3 avi = 0, 



oder 6 Vg + 5 avg + 4 ^Vj = 0, 



oder 8 1^4 + 7 avj -\- ßbv2 = 0. 



(19) 



Von der Kichtigkeit der Formeln (19) kann man sich auch dadurch über- 
zeugen, dass man für die v's ihre auf andere Weise berechneten Werte aus 
F. (17) einträgt. Es wird dann der Keihe nach 



a — a = 0, 



4(~|a2^-f 3a(a)=0. 






(19 a) 



9. Verification der Formel 



(2/1 + 2) v^^i + (2/1 + 1) av^ -\-2nbv„_i = 0. 



Wir tragen in 

(271 + 2) v^^i + (2 w + 1) av^ + 2nbv„^i = 
für die v's ihre Werte aus F. (15) ein und erhalten 



r=n 



r=n — 1 



U^ , W. 



rssn— 2 



^ = (2« + 2)a27xt + (2» + l)a'2 T+1 "^^"^^S 



W 



n-r— 2^r 
r+1 



r=0 r=0 r=:0 

Um zu beweisen, dass letzterer Ausdruck verschwindet, gehen wir von der 
Identität, F. (12), 

(2n-2r)u„_^'h(2n-2r-l) aw„_^i '\-(2n-2r-2) bu,^^^ = 

.. n + 2r + 2 



aus, multipliziren dieselbe mit 



au^y und summiren von r = bis 
n (r -f- L) 



r = n — l. Es handelt sich nun darum zu beweisen, dass die Formel 
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r=»— 1 



-»=2 [(2n-2r)M^+(2«-2r-l)a«,,_i 

rsaO 

+ (2n-2r-2) bu„^J • " "'",^!' t,^ ««, = 

mit dem Ausdruck Ä übereinstimmt. Wir vergleichen die Glieder in A der 
Reihe nach mit den Gliedern in B. Der Beweis zerfällt also in 3 Teile. 

(1) Das erste Glied von Ä wird für r = und r=^n 

r 2714-21 

(2 71 + 2) H -— - au^UQ = (2 71 -h 4) au^UQ. 

Für r = wird das erste Glied von B, (2 ti -h 4) aw„%. 

Die Restsummen der ersten Glieder von A und B sind resp. 

*"=»* — 1 ra=n— 1 I rt I Q 

(2n + 2)aX ff[ nnd % (2 n - 2 r) ^^±^^ au^u^. 



Wir setzen n — r für r, bekommen 

r=l r=l N / 

addiren, und erhalten 

(27l + 2)(7. + 2)aV , . ixV" ^-ix 

^ ^ ^ ^ ^ (r -h 1) (Ti — r + 1) 



»— 1 



= (27i + 2)(7i + 2)aV , ^iw , ix ' 



Die ersten Glieder von A und ^ haben also denselben Wert. 

(2) Wir vergleichen nun das zweite Glied in A mit dem zweiten in B. 
Hierzu schreiben wir die beiden Glieder, lassen r in ti — r — 1 übergehen, und 
addiren. Wir haben demnach 

r=sn — 1 r=^n — 1 i^ n i^ t\ 

(2« + l)a»2 ^^f^^^X (2 « - 2 r - 1) ^5^J±- a'u_,«,, 

r=0 "^ r=0 \ "^ / 

r=n— 1 r=n — 1 q o 

(2 « + 1) a* V ^^i^^^i^ und V (2 r + 1) £2—^ aX^^«,, 
^ ^ ^ n — r ^ ^ ^ n(n — r) 

r=0 r=0 ^ ' 
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und somit 



r-^n — 1 



(2« + l)(« + l)a«V , w l1^ 



r=n — 1 






Hiermit ist bewiesen, dass das zweite von A gleich ist dem zweiten von B 

(3) Das Verfahren für die dritten Glieder von A und B ist dasselbe wie 
im vorigen Fall, nur dass wir hier r in n — r — 2 tibergehen lassen. Für 
r = n — l fällt das dritte Glied in B weg, und man hat also 



2na,T^-^^ und ^J' {^--^r-^){n + 2r + 2) 
^r+l ^ n(r + D 



r=n— 2 rssti — 2 

2„«, V-^3..^ und ^?-'(2r + 2) (3.-2.-2) 



Wn-r-2^r> 



und daher 



2^r? 



Da die dritten Glieder von A und -B auch übereinstimmen ist die Formel 

(2/1 + 2) v,^, + (2n-\-l) av, -\-2nbv^i = *(20) 



bewiesen 



.2 V;n-^r=A,k3^, 



io-,.=2 X f^ 



r=0 fc=0 



Schon in der Berechnung der speciellen v's, F. (17), haben wir gewisse 
Zahlen mit v^^g bezeichnet. Wir wenden uns jetzt zur Aufgabe eine allgemeine 
Formel zu finden um v^^g darzustellen. Um dies auszuführen gebrauchen wir 
Formeln (15) und (6), d. h. wir drücken die v's durch u'a aus und diese, welche 
wir in Reihen entwickelt haben die nach a und b fortschreiten, durch ihre 
numerische Coefficienten. 



* Formel (20) ist gleich F. (18). 
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rs=n— 1 

«— 1 

= ^»,o«"-f-Vn.ia'^^ + ^i..sa"~^**+ h Vn,p a""**'^ H \-v 2_iaJ 2 . (22) 



8 



Es wird 

n—r — 1 r 



*'».» =2*2' 2' ""'T+l' ' ^°^^ 9 = k-{-s i8t. (23) 



»ü fc=0 " 



11. (2 n + 2) i;,^!,, + (2 ri + 1) i^„., + 2 ^i;„_i,^i = 0. 

Wie bei den w's so existirt auch hier eine Relation 

(2^ + 2) t;„^i,, + (2 71 + 1) i^„,, + 2 7it;,_i,^, = 

zwischen den numerischen Coefficienten die nun bewiesen werden soll. Zuerst 
bringen wir den Ausdruck 

(2n-^2) v^^,^^ + (2 7. -h 1) i;,,, + 2 nv^_,^^, 

durch Eintragung der Werte der v^g& aus F. (23) in die Form 

r=n Jcss — -- 9=z- , r=» — 1 fc= — «=- 

^ = (2-+2)X2 2 T+i" + (''^+^)2 2 2 ^^tSt" 

a . w— r— 2 r 

+2«s X' 2'^^^Tft^- 

Wir hatten die F. (14) 

(2 7i-2r)t*_,,+ (27i-2r-l)i^„__,,, + (2 7i-2r-2)t*„_^2,,_i = 0. 

n-{-2r-\-2 

Multipliziren wir mit ; — . ^. u^. und summiren wir so wird 

^ 71 (r 4- 1) *^ 



r=n — 1 «=- 
r=0 *=Ö 



"-X X 



*=2=r *=»'-'-i 



2 ._ _ .— H 2 

1^ 



(2»-2r)2 M^^ + (2«-2r-l)2) «,__i 



fc=0 k=0 

k—l= 



+ (2»-2r-2)5) «„-^u^i 



2 
A— 1=0 



7i + 2r + 2 
7i(r + l) '''••- = ^- 
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Wir beschränken uns auf Identitäten welche der Bedingung g ^k-\- s 
genügen. Es handelt sich nun darum zu beweisen, dass die Formeln Ä und B 
übereinstimmen ; wir führen diesen Beweis dadurch, dass wir. die einzelnen 
Glieder in A und B mit einander vergleichen — ihn in drei Teile geben. 

(1) Das erste Glied in Ä wird für r = und r = », 

(2 n, + 4) u^^ Wo.o ; 

das erste in B für r = 0, (2 n + 4) u^^ w^ o • 

Man nimmt die Kestsummen der ersten Glieder von Ä und By dieselben 
wenn n— r für r gesetzt wird, und addirt die beiden Summen. Hierdurch 
ergibt sich : 

aus Ay 

2 _*2 u. 



(2» + 2)S X t^^V+t' 



r»l JbsO »=C ' ' 

und, 71 — r für r, 

i» U i,U. 



und durch Addition, 

ran— 1 h= 



(2»+2)2 2 S^^Ä' 



(2„+.)(.+2)2 2 2 (?T^?etTi)^ 



aus Bj 



rssn — ^1 hsi 

2 2' 2 



il h^Q 



2 ^2 (2yi~2r)(n +2r-h2) 



und w — r für r, 



^„_l fc,!!=:r 



S^^s ^i 2r(3yi-2r + 2) 



r=l JbsO *=0 



7i (71 — r -f 1) 



und durch Addition, 



5» — 1 k= «=- 



(2 7i 



-f 2) (7i + 2) V V V ^^-^.i-^^., 



Die ersten Glieder von A und ^ haben also denselben Wert. 
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(2) Durch ein ähnliches Verfahren für die zweiten Glieder erhält man : 
aus Ä^ 

und, w — r — 1 für r, 

n — r— 1 r 



r=n— 1 t*= 



2 ^2 W.__i^^ 



und durch Aädition, 



, , n—r — 1 r 

2 _42 



rsU A-=0 «=0 ^ / \ ' / 

aus By 



rssR— 1 fc= " 1 ' »zs*" 



2^ -^ ^2 (27i-2r-l)(«.H-2r + 2) 



r=0 A-=0 «=0 



w {r + 1) 



und, 7i — r — 1 für r gesetzt, 



, , n — r — 1 r 

r=n — 1 *s= — *= 



und durch Addition, 

«— r— 1 r 



V vi V^ (2r + l)(2n-2r) 



71 (?i — r) 



r=n-l *ä: 

2 -^2 U„_^^j^H,^ 



r=0 k=ii 8=0 ^ / V • / 

Die zweiten Glieder von A und B stimmen demnach also auch überein. 
(3) Für die dritten Glieder haben wir : 
aus A, 



„ , n — )'—2 r 

r=n — 2 k= 



2«X X X ^^-^?f^. 

»•=0 i-=l »=0 



und, hierin n — r — 2 für r gesetzt, 

n—T'—2 r 



r=Q h=l 8=0 



und durch Addition, 

n— r— 2 r 



j^n— 2 As=- 



2«'X X X 



2 ^2 W„_,_2.i._i W.., 



»-=0 *•=! 



V (r + l)(«-r-l)' 
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aus Bj da für r = w — 1, das dritte Glied weg fällt, 

^0 i«^! ^0 n(r+l) 



:1k-2 h= 



XXX 



u, 



1»*-1 ^r^ ) 



und, setzt man n — r --2 für r, 

rast»— 2 ih» — r — »= 

X X- X 

und durch Addition, 



i (2r + 2)(3n-2r~2) 
7i (/i — r — 1) 



^n-r- l,it-l ^r^ > 



rsirt-^ h= 



n— r— 2 . r 



2n«X S' 2 



rsO X-sl 



2 ^„-^2.*-l ^r^ 



Da die dritten Glieder auch übereinstimmen, so stimmen auch Ä und B 
überein und die Formel 



(2n + 2)i;,^,^ + (2n + l)t^»^+-2nt;,_i^i = 



ist bewiesen. 



(24) 



12. Determinanten 






und 



^n+A+l 



«*;»-lVn-l 



Aus den Kecursionsformeln (12) und (20) 

(2 w -f 2) t^„+i + (2 71 -h 1) aw, + 2 nK-i 
(2 w + 2) v„+i + (2 71 -f 1) av^ -\-2nbv^i 
lassen sich aus u und v gewisse Determinanten 



0, 

0, 



und 



^n ^n 




alr-^ 


• 




n 


«*n+lVn+l 




2n-hl a^lr-^ 


W«-lV»-l 




2/1 + 2 n 



(25) 



(26) 



leicht berechnen. Wir eliminiren das mittlere Glied um die erste und das 
dritte um die zweite Determinante zu bekommen. Durch Elimination des 
ersten Gliedes gewinnt man nichts neues. Die Elimination gibt : 

(1) {n + 1) (w„+iV„ ~ l^„t?n+l) = ^ K^n-l - '^n-l^n) ] 

(2) (2 w + 2) (w„+iv„_i - Wn_iV„+i) = (2 71 + 1) a (w„.iV„ - u^v^^) . 
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Aus der ersten dieser Gleichungen erhalt man : 

für n = l, 2 (wjt?! — WiVa) = b (uiVq — tiQVi) = — ba 

ab 

für w = 2, 3 (utVi — WjVg) = 26 (wa^i — UiV^) =. — db^ 

WgVa - WaVg = - — ; 

» 

für n = 3, 4 («4^, — Wat;4) = 36 (wgVa — t^jVg) = — 06* 



allgemein hat man 



w„v^i - w„^iVn = — (25) 



Trägt man den eben erhaltenen Wert in die rechte Seite der zweiten 
Gleichung ein so bekommt man 

««+if ^1 - «^ifM-i = ä^J^jTä -;- • (26) 



13. U. und /. . 

In den Beihen, Formeln (4) und (5), 

sind die Eeste 

U— (Uq-\- UiX + u^^ -f h w„cc«) , 



• • • • 

9 



Wir bezeichnen die Produkte der Eeste mit der Wurzel Vi + oa; -|- bx^ 
durch 



ü'n=' (U — Uq — UiX — u^^ —..-. — tt^ic") Vi -h oic + 6ic^, (27) 

und 

F„ = ( F — Vi» — Vjic^ — VgX^ _...._ v^a;") Vi -^ ax-\- bx\ (28) 
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Unter anderm ist 



Uo = l — Uo Vi + ax + ba^, 

27i = 1 — (Wo -f UiX) Vi -h ÖMB -h &B*, 

tT", = 1 — (ttp + Ml« + Mja^ Vi + ax + ba?. 



Fl 



F, 






tfo; 



VTTö^T^ 

dx 
Vi -h ax + ^cc' 

Vi + a« + &»* 



ViX Vi + oaj + ^a;*, 



— (viic + v^x?) Vi + a« + ftcc* . 



(29) 



1.(30) 



14. -T-^ imd -3-^ 



Durch Differentiation und Multiplication mit Wurzel Vi + ax -\- bju^ 
bekommen wir aus F. (27) 



dU. 



— Vr+öxT^-T-^ = [wi + 2 t^jo; + 3 Wacc» H + (n- 2)u^^'^ 



dx 



+ (» — 1) w„_iic^* + nw^Ä'*-^] / 1 + ax + 5«*) + (uq 4- t^i» 

+ (3 ^8 + n «^2 + 2 ^1^1 ) x' -f ( 4 W4 + - awj 4- 3 huA aj* 
+ •••• + |^nw„ + --^ — aw^i + (w - 1) Jm^sJ ä**-^ 
+ (^-^Y^ K + nhu^^ X» + (w + 1) Z>u„ir»+^ 



Rechterhand verschwinden nach Formeln (9) und (8) die Cofficienten der 
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Potenzen von a;^, x^, a;', • • • • bis cc***"^ ; der Coefficient von a?" lässt sich nach 
F. (8) durch [— {n -f- 1) «^«+i] ersetzen. Wir haben also 



c^ Vi +ax-\-ba^ 



(31) 



Unter anderm ist 



dU. . 1"^^^ 



K32) 



dx y/l -\- ax -h ba^ 

dUi _^ 2 (ttgo; — huiT^ 
dx Vi + aa; H- h7? 

dU^ _^ 3 (u^x^ — 5t^ga;') 
dx Vi 4- aa; + hsi^ 

Auf ähnliche Weise bekommt man aus F. (28) 

- y/l ^ ax ^- hx"-^ = [vi + 2 Vjaj -h 3 v^x» + + (» - 2) v^^"^ 

•^ (n — V) v^^xX"^-^ + Tiv^aj""^] / 14- aa; H- Ja;^) + (via; + v^ 
+ Vjaj« + h v„_2aj"-* -j- i^^ia:»-^ + v„a;") ( | + fta; ) — a 

= (vi — a)a;^4- (2i?2 + ^ai^i ja; + (3 v, + 2Ö^V2 + 2 ^Vi) 
-f ( 4 1;* + ^ avs + 3 hvA m^ -\ 

+ \j^'^\ + -\ — ö^^«-i + (^ - 1) K-2 J 

(2 71 -4- 1 \ 

— ^ — av„ + vhv^A X" 4- (n -h 1) ^?»X'^^ 

Hierin verschwinden rechterhand nach Formeln (19) und (18) die Coefiici- 

enten der Potenzen von a;^, x^, aj', bis x"~^, und wenn der Coefficient von x^ 

durch [— (n + 1) v„+i], F. (18), ersetzt wird, erhält man 

dV^ ^ (n + 1) (Vn^^x- - K^"^^) ^ 
c?aj VrTääTT^ 



a;« 



a;»-^ 
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Unter anderm ist 



a 



dVo_ 
dx -y/l -\- ax -\- bx^' 

dVi __ 2 (VjX — hviO^ • 
dx Vi + ax 4- bx^ 

dVj _ 3 (VjX^ — bv^ 
dx Vi -h aa; -h ba^ 



(34) 



lÄ ., Z'^^« ^^n-l\ ,/^^n ^^n-A 



Da w»v„_i — u^-\Vn = 1— ist, F. (25), so erhält man durch Elimination 



n 



ans den beiden Formeln (31) und (33) 



dU^ (n + 1) (t^n-Kia?" -7 bu^x-^^) 
dx VH- aas + 6cc* 

dV^_ (n^- 1) (t^^^ia;" - j^i;„a;"-^^) 
dx VT+ÖäT^^ 



die beiden weiteren 



dU, dV^ . 



«' 



(3^ 



c2x 



Vi + ax + &x* 



und 



dXJ^^^ ^. e^F„.i 






wo in der zweiten n-\-\ für n gesetzt wurde. Es folgt also 



v»( 



dU^__dU, 
dx dx 



X / \dx dx / 



(36) 



(36) 



(37) 



Von der Richtigkeit dieser Gleichung kann man sich auch dadurch tiber- 
zeugen, dass man in sie für die Differentialquotienten ihre Werte aus Formeln 
(31) und (33) einträgt. Es wird dann 

"^n [(^ + 1) '^n+i^* — (w -h 1) Jw^a;""*"^ — nu^"^ + n^w^io:"] 

= ^n [(^ + 1) ^n+i^** — (w + 1) Äi;„a;"+^ — /iv^aj""*"^ + wftv^ia;'»] . 

in -h 1) (w„4.iv„ - «n^^+i) a;« = 7i5 (w„v„_i - w^-iV») ^^ 
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Setzt man für die Klammern ihre Werte aus F. (25) so wird 



(„^,,(_-*)=^(_=^) 



•^ VI + oaj 4- ^ar 



Aus F. (35) erhält man 



Durch diese Formel ist es möglich den Wert eines Integrals zweiter 
Gattung sofort hinzuschreiben wenn man die Werte für w„, v„, Un, V^ zuvor 
berechnet hat. Aus F. (36) kommt 

'-j======u,r^, - v^u^^ + a (39) 

VI -\- ax -^ bx^ 

Wenn man in *F. (39) für U^_^ und V^x ihre Werte aus Formeln (27) und 
(28) einträgt, so wird 

/x^dx 
VI + ax -h ^a;* 

— UxX — t^* — • • w^i^J""^)] Vi -j- aa; -h hoi? + C 

^ VI 4- a« + ^ar 

VH- aa; + ^a:^ 
• Trägt man in F. (38) für ZJ» und F« ihre Werte ein, so bekommt man dasselbe Resultat. 
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17. Anwendungen der Formel. 

Wir machen die Anwendung von F. (40) in speeiellen Fällen. Für 
n = 1 wird 

ab I — , == = Uia f , + Wo^i Vi -\- ax -\- hx^ + C" 

2 *^ Vi -j- oa; + ^x« 

^ VH- aaj + 6x» 2&*/ Vl+OÄ + to« ^ 

Differenzirt man so ist in der That 



l + hx 
X a 2 



VH- aaj + bx^ ^^VrTäxTbs^ b^l + ax + bx^ 



Für II = 2 liefert Formel (40) 



,„ . x^dx C dx 

ab^ 



, r xHx ^ r 



VT+a«T^ *^ Vi + flw; -j- &c* 

-f [wo^a + (uiV% — ViWj) aj] Vi -\- ax + bx^ + C" 



=-(ia'-ib)af- 



Vi -f a« -f ^* 



+ (-ia« + ia5aj) Vi + a« + ^a« + C". 



a;^c?a3 3 a* — 4 J* /* (Äse 






■\/TT~ä^c~Tbx^ ^^^ ^ Vi 4- rtx -I- ba^ 



+ ( - 1^ + ^ a:) VIT^^T^^ + ä: 
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In der That ist 



cc* 3a« -45 l-^-ax-hba^ 



-y/l -{- ax -\- bx^ 8 b^ VThTÖ^T^ 2 5 VTTöxT^' 



-, ("ll"^^)G + ^^) 



Vi 4- aaJ -f bx^ 



Für n = 3 wird 



"'' /vi+r+fe^ = "'" /vi+t+6.» ■" ^"•'" -^ ^"'^' - "'"•> " 



+ (wjVg — VaWg) ^T Vi -{- ax -\-bx^ -\- C 

VI + ax + bx* 

+ Ki«* - *«*) (-*«)- (- A«' + f «&)«}« 

- (- A «* + i «*) (- i «*)} «*] Vi + a« + &e» + C" 



- ^ a%x + i a6V] Vr-Fax-Mö^ ^ ^f 

/•___Ä^^__ _ / hj^ 3a\ r ffa; f/— - — "^ 

J Vl+aaj + 5x«""V 165»"^4 5VJ VlT^^T^« L\86» 3W 

Wir berechneten dieses Integral als Beispiel auf Seite 2, F. (1) ; das damals 
gefundene Resultat stimmt mit dem oben gegeben tiberein. 



Abschnitt ü. 



18. e = 



a 



/: 



aj*cte 



■yJl-\-ax-\- bx^J Vi + ax -h bx^ 



Die Methode für das Berechnen eines Integrals zweiter Gattung ist somit 
gegeben, und dieselbe liefert in schnellster Weise das Endresultat. Der 
Vollständigkeit wegen wollen wir noch eine zweite Methode angeben um zu 
demselben Eesultat zu gelangen. 

Wir wollen zunächst den Ausdruck 



Q = 



a 



f: 



x^dx 



Vi -\- ax -\- bx^*^ Vi -\- dx + ba^ 



in eine Reihe entwickeln 



Wir benutzen hierbei die Entwicklung, F. (2), 



U = 



Vi -\- ax-hba^ 



= Wo + ^1^ + ^2^^ + ^8^' + 



dann wird 



Q==aUy 



Ux'^dx 



(41) 



\a -i- \ (X. -V 2, a -\- 6 

w H- a H- 1/ 
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Hierbei hat der Coefficient von «* den Wert 






-1^ _^ w 



-2^1 



sn— Or-l 



=»2 



u. 






+ 



+ 



^0W«-a- 



n 



^] 



r +a + l 



(42) 



Unter anderm ist 



UqUq 

2'a+a = a— TT + öt— 17^ + «— TT 



k43) 



Trägt man in diese Formeln für die «'s ihre Werte aus Formeln (7) ein, so 
erhält man 



?a+l = 



a 



a + 1 



2'a+2 = 



Ö'a+8 = 



_ (2a-h3)a' 



2(a-j-l)(a-j-2) 

(2 g + 5) (2 g H- 3) a^ (a + 2) a^ 

4 (a + 1) (a + 2) (a + 3) (a + 1) {a + 3) 



k44) 



19. (271 + 2) ^„^1 + (2/1-1-1)0^, + 271*^^1 = 0. 



Um die Recursionsformel zu finden differenziren wir 



Q ^l^-ax^-hx^ = aC- 



x°^dx 



Vi -j- aa; -j- hx^ 



tragen für Q und -r- ihre Werte 

dx 



dQ 



• • • -j- q^x^, 
^^ = (a + 1) q^^.x-^ + (a + 2) q,^,x<^^^ + 



H- n(7„a;«-S 



ein, und bekommen 
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(l-^-ax-hbx^Ka + l) q^^^x^ + (a -j- 2) qa+2X^''' + + nq^x^'] 

Durch Vergleichuhg ddr Coefficienten der Potenzen von x erhält man 

(2 » + 2) y,+i + (2 w + 1) ay, + 2 reo?,.! = 0. (45) 



Unter anderm ist 

(a + 1) ä',^., - a = 0, 

(2 a + 4) y,^, + (2 a + 3) ay,+i = 0, 

(2 a + 6) ?,+, + (2 a + 5) ay„+, + (2 a + 4) bq,^^ = 0. 



(46) 



Die hieraus berechneten Werte der q's summen mit denen in Formeln 
(44) überein. 



20. Verification der Formel 

(2n-h2)q,^,-h(2n'\-l)aq, + 2nl>q„,, = 0. 

Um die Formel (45) 

(2n-h2) q„^, -h (2n + 1) aq, -h2nbq^, = 

nochmals zu bestätigen bringen wir durch Eintragung der Werte der q^s aus 
F. (42), den Ausdruck linkerhand in die Form 

r=» — a r=n — a — 1 

A = (2n + 2)a'£ V^!!; -|-(2w + l)a'V ""-""l",'' 

r=0 ' ' r=0 ' 

r=n — a— 2 

'^w— tt— r— 2^r 



-f 2 Ti^a V 

r=0 



und vergleichen diesen Ausdruck, Glied für Glied, mit der Identität, F. (12), 

rs^n—a — 1 

^ = X [(2n-2a'-2r) u^_^^, +(2n — 2a-2r-l) aw„_^_^i 



rssO 



+ (2n-2a-2r-2)K^.^] (^_,)^^^^^l) «^. = 0. 

Das Verfahren ist genau dasselbe wie in Paragraph 9, und ist deswegen, 
sowohl als des Raumes wegen, hier nicht angegeben. 



of-dx 
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21. (2 a - 2) ^„ -f (2 a - 1) ap^ -f 2 ahq^ = 0. 
Ebenso wie 

c f- 

Vi -f oa -f ^a:**^ Vi -f aa; -f *«^ 
in die Eeihe 

entwickelt wurde, können wir aucli 



P = 



L = 



s 



Vi -h ax + b7^*^ Vi -f ax + bx^ 



f 



Vi -j- dx -{- hx?^ Vi ■\- ax-\- bx^ 



in die Reihen 



entwickeln. Wir wollen nun zwischen den Coefiicienten dieser Reihen die 
Relation 

(2 a - 2) Z„ + (2 a - 1) öj9„ + 2 abq„ = 
herstellen. Um ihre Richtigkeit zu beweisen gehen wir von der Formel (42) 

r=n — a — 1 



aus. Es folgt aus ihr 



i>« = ö^X 






r -j-a 

^0 



und 



r=n — a+1 

Unsere Aufgabe ist also zu zeigen dass der Ausdruck 

r=n — a+1 r=n — a 

^=(2a-2)aV """7-^^ ""; + (2 a - 1) a^ V ''" ''^'' 

r=0 r=0 



■\-2aba^ 

r=0 



=n — a — 1 

^*n— a— r— 1 ^'r 



r-fa-f-1 



verschwindet. Um den Beweis zu liefern gebrauchen wir die Identität, F. (12), 
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r=n— a 

^ [(2n-2a'-2r + 2) w^,_,+i + (2n- 2a - 2r -j-l)au, 



I/O o oNj. -n-fa— 2r — 1 . 

+ (2n-2a-2r)6«,_^.] (^_,)(^_,+ l) ««.^0 

und vergleichen die Glieder in A der Reihe nach mit den Gliedern dieser 
Identität. Der Beweis wurde durchgeführt wie in Paragraph 9, und es zeigte 
sich dass die Glieder in A, Glied für Glied, mit den Gliedern in B überein- 
stimmen. Die Richtigkeit der Formel 

(2a - 2) Z„ -f (2a - 1) ap„ ■^2abq^ = (47) 

ist also bewiesen. 

22. 2aw„ + av„-f2 6^„ = 0. 

Die Formel (47) gilt nicht für den Fall a = 1. Ehe wir zum Beweis der 
Formel für diesen Fall übergehen, wollen wir der Bequemlichkeit wegen 
etliche Reihen für specielle Werte von a in F. (41) hinschreiben. Wir 
fügen noch Formel (2) hinzu und zwar beginnen wir mit derselben. Wir 
haben demnach 

U = . = i^o + ^^i^J + u^^ + UiX^ -f 

Vi ■\- ox-^-hT? 

^ ^ C ^^^ 2 1 8 1 4 1 

Vi + aaj -f bx'J Vi + ax -h bx^ 
Vi -h ax 4- ^>ic^*^ Vi -f «ic 4- bx^ 

VIT^^n^'*^ Vi 4- ax 4- bx^ ./././ r V / 



Vi 4- aa; 4- bx^-^ Vi 4- «a; 4- bx^ 
■D ^ C x°--'^dx ^ . ... 

vr+^^T^"*^ Vi 4- ax 4- ^^^2 
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Wir wenden uns jetzt zum Beweis der Relation 

2 au^ -f avn -{-2 0^^ = 

welche an den Platz von der F. (47) tritt wenn a = 1 ist. Wir tragen 
zunächst für v^ und g^ ihre Werte, Formeln (15) und (42) ein 'und erhalten 

r=»i — 1 r=n— 2 

r=0 r^O 

•Wir vergleichen -4 mit der Identität, F. (12), 

r=n — ^1 



-Bh^ l(2n-2r)u^+(2n-2r-l)au^ 

r=0 



71 — 2 7* 

■i- (2n — 2r — 2) bu^_^_f,'\ —, r- au^ = 0. 

\ ^ "^ "-' w (ti — r) 

(1) Für r = ist 2 aw„ das erste Glied von By also gleich dem ersten Gliede 
von A, Im ersten Glied von B ist übrig die Summe 



r=n — 1 

{zn - 

n(n — r) 



S(2n-2r)(n-2r) 
^ ZTTZ 1^ (^u„_,u^ 



r=l 



Setzt man n — r für r, so ist dieselbe 

r=n — 1 



Y 2r(-n-{-2r) 



n ' r n r r 

r=l 



Die Summe dieser beiden ist Null, also stimmen die Werte der ersten 
Glieder von A und B überein. 

(2) Wir vergleichen die zweiten Glieder von A und B und erhalten : 
Aus A die Summe 



r=:n — 1 



«■S 



f^„—r—\ ^r 



r=0 

und, wenn n — r — 1 für r gesetzt wird, 

r=n— 1 



r-hl 



u„_^_-, u. 



^ n — r 

r=0 



also durch Addition, 

r=n — 1 



^ h {n-r)(r-\-l) 
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Aus B die Summe 

r=n— 1 






(2n-2r-l)(n'-2r) 
und, wenn n — r — 1 für r gesetzt wird, 

rs^n — 1 



«— r— l^rJ 



2 &i±3ifci±2i±a,v_,.. 

S n rr + 1) 



i^n-fwl "TJ 



(r + 1) 
und somit durch Addition, 

Die Werte der zweiten Glieder von Ä und J5 stimmen demnach überein, 
und wir gehen zu den dritten Gliedern über. 

(3) Für r = 71 — 1 fällt das dritte Glied in B weg. Die dritten Glieder in 
Ä und B haben also dieselbe Grenzwerte. Das Glied in Ä ist 







rs=n— 2 

26« 2 

r=0 


W«-r-.2Wr 

r + 2 ' 


und, 


71 — r — 2 für r gesetzt,. 








r=n— 2 

2ha^ 

r=0 


^«-r-2«r 




n^ r ' 


und somit durch Addition, 








hr, //M 


ra=n— 2 


W„_,^2 ^r 



.6 («-»•) ('• + 2) 
Das dritte Glied in B liefert 

r=n— 2 



und, n — r — 2 für r gesetzt. 



X(2n-2r-2)(n-2r) , 
n (n — r) n—r-^ 



r=n—2 



(2r + 2)(-^ + 2r + 4)^^^ ^ 



-^ »i Cr + 2^ • 



n— r— 2 "'r > 

r=0 



71 (r -f 2) 
und somit durch Addition, 

. '^ (7i-r)(r4-2) 

Da die dritten Glieder von Ä und J5 auch übereinstimmen, so stimmen A 
und B überein und die Formel 

2 au -hav^-h2 bg^ = (49) 

ist also bewiesen. 
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23. *'^„ = MaF, -V.tr,. 

Wir betrachten nun den Rest in der Beihe, F. (41), 
und bezeichnen 



• • • • 



Aus den Formeln (48) erhalten wir dann unter anderm folgende Grössen : 



Un = l_U— Uq — UiX — u^ — — ^n^"] "^1 + öMc + hx^, 

Vn = \_V — ViX — v^ — v^ — — Vf^x*^2 ^1 -h dx -{- bx\ 



ir„ = [^- AsX» - h^x^ - Äjx« - - Ä„a«] vT-f-ax-F^^ 



(51) 



Z„ = [L - ^a-i^J*"^ - ^a«* - - ^„ic«] Vi -h aa: 4- bx\ 

Fn = [F—p^x'' —Pa+1^^^ — — jtp„a:"] Vi -{- ax + hx\ 

Trägt man in diesen Gleichungen für UV ihre Werte aus den 

Formeln (48) ein, so wird : 



F„ = [v„+ix"+^ 4- ^„+2^;"+' 4- ] Vi 4- aa: 4- *ic2 

G^« = [^n+ia^"""' + ^«+22^"-'' + ] Vi 4- ax 4- bx' 

^n = [Ä„+ia:»+''4- K^^x^-^^ 4- -\^l + ax + bx^ 



Ln = [^n+i^"""' + ^»+2«;«+' 4- ] Vi 4- «X 4- bx' 



Pfi = [/^n+ia^"""' + i?n+2aJ"^' 4- ] Vi 4- ax 4- ^x^ 



(52) 



Wenn man nun auf die Gleichungen (52) die Relationen, Formeln (49) 
und (47), 

2 aun -^ aVn + 2 bg^ = 0, 

(2 a - 2) Z„ 4- 2 a - 1) ap„ 4- 2 a^^ö'« = 0, 

anwendet, so bekommt man : 
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2aU„ + aV„ + 2bG„ = 
iG„ + 5aH,+6bJ„ = 



(53) 



(2 a - 4) X„ + (2 a - 3) aL„ + (2 a - 2) 6P„ = 
(2a - 2) i, + (2a - l)aP„ + 2abQ„ = 



Wir multipliziren nun der Beihe nach diese Gleichungen mit «o, «i, 
' ■ ■> w,^i, und addiren. Mittels der Formeln (9) und (8) bekommen wir 



2 «CT, - 2aM.P„ + 2a*M^i Q„ = 0. 



(54) 



Multipliziren wir sie der Reihe nach mit Vq, Vi, v^, ?••••, v^_i, und 
addiren wir, so bekommen wir mittels der Formeln (19) und (18) 

2aV„-2 av^P^ + 2 a^-i Qn = 0. (55) 

Aus den beiden Gleichungen (54) und (55) eliminiren wir nun P„ und 
erhalten 



a (^a^n - ^a^«) + («*a-l^a - «^a^o-l) «^ö» = 0. 



(56) 



Durch F. (25) 



w» ^» 



^*n— l^n— 1 



ab"^^ 



n 



wird die Gleichung (5^) umgeformt in 



und man erhält sofort 



*'Ö« = ^*a^„-Va^«- 



(57) 



Demnach ist 



h^-^L^ = Wa-2 ^« - Va-2 C^„, 

Trägt man diese Werte für L^, P^i und ö„ in die Relation,' F. (47), 

(2 a - 2) Z„ + (2 a - 1 ) aP„ -f 2 a & (9„ = 

ein, so wird in der That die linke Seite 
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(J a - J) —^ -f (i^ a - 1) a ^^irj h Ja^ ^^; 

= [2 a«, + (2 a - 1) a«^, + (2 ä - 2) 6m._ J ^ 

+ [2 a». + (2 a - 1) atr^i + (2 a - 2) K-2] ^. | 

= 0, I 

da nach Formeln (12) und (20) die eckigen Klammern verschwinden. i 



24. «5»/- '""'^ 



Vi + ax + 6ic^ 

Wir setzen nun n für a in F. (41). Demnach erhalten wir aus F. (50) 

e„ = e Vi -j-ax-hbx^ 

, = • (58) 

Aus F. (57), indem wir a durch n ersetzen und den eben erhaltenen Wert 
für Q^ eintragen, erhält man 



^" J -1^====T= = ^«^n - ^«^n- 



x^dx 

Vi + aa; + hx^ 



Trägt man hierin für U^ und F« ihre Werte aus Formeln (27) und (28) 
ein, so erhält man nochmals F. (40) 






Vi + ax-^hoc^ 

ib=n— 1 



• r dx I ^ 

*^ Vl-h ax + ^>a;* j^o 



Abschnitt IH. 



25. Erweiterung der Methode. 

Wir wollen nun versuchen diese Methode zur Eeduction des elliptischen 
Integrals 

x^dx 



s 



Vi -k- ax -{- bx^ -^ cQi^ 
anzuwenden. Wir führen zu diesem Zweck die Bezeichnungen 



?7 = 



F = 



Tr= 



Vi + AMC + ftx* + CT? 



a 



/: 



dx 



Vi -\r CLX -^ bx^ -\- CT? ^ Vi + aaj + bx^ + ct? 



a 



f 



xdx 



Vi + CMC + bx^ + ex* »^ Vi + ax + ftx^ + cx^ 



i.(59) 



ein, und entwickeln U, F, und fPin Reihen welche nach steigenden Potenzen 
von X fortschreiten, nämlich 



^ = Wo + ^1^ + ^2^* + ^8^ + ' • • 
V = ViX + t;2X* + v^x^ + ^40;* + • • 



(60) 



Es ist erlaubt die Reihen für V und W iresp. mit ViCC und w^^ zu 
beginnen. 

Wir wenden uns jetzt zur Berechnung der Coefficienten in der Reihe 
für U. 



1 
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26. Berechnung von i/«. 

Um die Coefficienten w„ in 

1 
27= 



zu berechnen entwickeln wir (1 -{^ ax + bx^ + cx^-^ nact dem polynomischen 
Lehrsatz. Der numerische Coefficient im allgemeinen Gliede 

plklll ""^"^^ 

wo r =p + Ä; + Z ist, hat den Wert 

. 1V ^'S»5 (2r~l) 

^ ^ 2^ pl kl II 

welchen wir durch ( ) bezeichnen. Wir erhalten alle Coefficienten 

wenn wir hierin p, k, und l alle ganzen positiven Werte geben die der 
Gleichung 

genügen. Wir erhalten demnach 

\n,0,o/ \ii-2,l,o/ \n-8, 0,1/ Vn— 4,2,0/ 

Vn— 5, 1, 1/ \«— «, 0, 2/ \n— 6, 8, 0/ 

\n— 7, 2, 1/ \»— 8, 1, 2/ 



+ ^^n,8.0a"-^^' + ^^n,2.ia"-'^'ö + t*„, i.2a»-«^C« + 



= " =3 



= V ^«, *, z a"-^^^ ftV, wobei (61) 



i-=0, 1=0 



/ -i \ . -ix« i>-2zl'3'5 (2w-2Ä;-4Z-l) . ^^ .^^, 
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Unter anderm ist 



«0 



\o,o,o/ 



= % 



0,0,0 



= 1, 



Ui=^( )a 

Vi, 0,0/ 



%,o,o^ 



r^ 



w, 



«8 



= (-*)a«+(-»)5 

\J,OkO/ \o,i,o/ 

= ««.e,o«* + ««,i,o* 

\«,o,o/ Vi, 1,0/ \»,o,i/ 

= «8,0,0«' + «8,1.0«* + «HO.!« 

\4,0,0/ \2,l,0/ \1,0, 1/ \0,2,0/ 



85 



1K 



16 



3 
4 



3 

8 



(63) 



^6 



\5,0,0/ \8,1,0/ \2,0,l/ \1.2,0/ \0,l,l/ 

= ^5.0,0«* + ^5.1,0«'^ + ^5,0,1Ö^^C + ^5,2,0«^* + «^5.1,1^<J 

63 . , 35 3, 16 , 15 ,- , 3, 
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M« = 



V6,0,0/ Vi, 1,0/ \8,0, 1/ \2,2,o/ Vi, 1,1/ 

\0,8.0/ V0,0,2/ 

= 1*6.0.0a' + «*ö.l,OÖt*^ + ^6.0,1«'^ + '^%.%y^ + ^6,1,1«^« -^ «*6,«,0^* 

H~ ^6,0,2^ 

_231^._315 35 106 15 J^ 3 

-2w* 2« ^2» ^2« 8 16 8' 



«7 = 



V7,0,o/ Vm.o/ Vi, 0,1/ V3,2,o/ V2,l,l/ 

Vi, 0, 2/ Vi, 8, 0/ Vo, 2, 1/ 

«^,0.0«^' -^ %.l,aa*^ + ^7,0,lÖ^*ö + t*7.2,0a'*^ -^ ^7,1,1^*^0 + ^7,0,2«^ 

+ ^7,8,0«^* + ^7,2,1^0 



429 



693 



a*6 - -^a^c - -öT«*^^ + -oT*"^^ - T^«^ 



211 ** ^ 2® ^ " 2* ^ " 2' ^ ^ ' 2* 16 

, 35 -. 15 -. 
+ 32^^-16^^- 



(63) 



27. (271 + 2) w^+i + (2n + 1) aw„ + 2nbu^_i + (2 w - 1) cw^, = 0. 



Wir wenden uns nun zur Aufstellung einer Recursionsformel für die u's 
mittels welcher man sie nach und nach berechnen kann. Um sie zu erhalten 
differenziren wir die Formel 



(1 + aaj -f bx^ -\-ca^)+u(^ + bx + ^cx^)= 0, 



CrVl + OOJ + &C« + CSC» = 1, 

tragen in das Resultat 

dU 
dx 

die Werte 

Ü'=Uq-}- UiX + tt^ + u^x^ + 

und 

dU 



dx 



= 1*1 + 2 u^ + 3 1*8^* + 4 W4ic* + 



• . • • 



ein und vergleichen in der entstehenden Gleichung 
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2ui + auo = 0, 

4 1^ + 3 aui + 2 buQ = 0, 

6 Ws + 5 ait2 H- 4 ^ + 3 ctto = 0. 



.) = 



(l+ax + ba^ + e3^[ui + 2u^ + 3utfx?+ + (w + l) M„+ja!" + • • 

die Coefficienten der Potenzen von x. 

Hierdurch entstellt die Formel 

(2n + 2) w„+i + (2 II + 1) au^ + 2 w^^i + (2 n — 1) cm^, = 0. (64) 

Unter anderm ist 



(65) 



Trägt man in diese Formeln für die u's ihre Werte aus Formeln (63) ein, 
so erhält man Identitäten die nochmals ihre Eichtigkeit bestätigen. Sie sind 



2(-ia) + a'l = 0, 

4 (f a« - J ^>) + 3 a (- i a) + 2 ft • 1 = 0, 

6 (- A «* + i«* - i^) + 5 a (f a« - ^6) + 46 (- i«) + 3(J • 1 = 0. ^ 



(66) 



28. Verification der Formel 

(2 71 + 2) w„+i + (2n + l) au^ + 2nbu^i + (2n - 1) cu^^ == 0. 



Von der Richtigkeit dieser Formel kann man sich auch in folgender Weise 
tiberzeugen. Man geht aus von den Identitäten 

(a) - (71 + 1) (2 71 - 2 Ä - 4 Z + 1) + (2 » + 1)(» - 2 Ä; - 3 Z + 1) + 2 nÄJ 

+ (27i-l)Z = 0, 

(b) ( "* \ 2(7i~2Ä;-3Z + l) / -i \ 
\np-2ib-«,*, // 2n — 2 k — 4,1^1 \i»~fl>-«+i,t,i/ 






n-2k- Sl-\-l / -4 



l 



> 



multiplizirt (a) mit ( ) , ersetzt dann ( ) im ersten, dritten, 

\»t-2Jfc-3Z, k, 1/ \n-2k-9l, k, 1/ 
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und vierten Glied, der Eeihe nach, durch Werte aus (b), (c), imd (d), und 
erhält 

(2n + 2)C "* ) + (2^ + l)(' ~* ) + 2n( "* ) 

Vn-at-SI+l, k, 1-1/ 

Dies ist aber nichts anders als, F. (62), 

<2n + 2)t.,^i,,,, + (2n + l)w,.,,, + 27it.^i,^,,, + (2^-l)i.„^2,,,,_, = 0. (67) 

fi 

Wir geben hierin k alle ganzen positiven Werte von bis j: inclusive, l alle 

ganzen positiven Werte von bis « ioelusive ; Glieder mit negativen Indices 

sind ausgeschlossen. Kach dieser Voraussetzung erhalten wir für k = 
und 1 = 0, 

(2 71 + 2) t.,^1,0.0 + (2 7^ + 1) t^„,o,o = ; (68) 

für A; = 0, 

(2n + 2)«„^,,o.j + (2^ + l)^n.o,» + (2w-l)t^n-..o,w = 0; (69) 

für l = 0, 

(2 II + 2) i^„^i.t,o + (2 n + 1) M„,,,o + 2 ^t^„_,.i^i.o = 0. (70) 

Wir tragen nun für die w's ihjre Werte aus F. (62) ein und erhalten für die 
Formeln (68), (69), und (70), der Reihe nach 

1-3-5 (2n-4:l-l) , . , ,. .„ ... ,, 

2'--(n-3l+l)l II [-(^ + l)(2»-4^ + l) 

+ (2n + l)(n- 31 + 1) + (2n-i)l], 
1-3-5 (2n-2k-l) ^ . , ,,,_ „1.^1% 

+ (2« + 1) (n - 2 A; + 1) + 2nA;]. 

Diese Ausdrücke verschwinden. Die Formeln (68), (69), und (70) sind 
alle Fälle von F. (67) wo in den gegebenen Grenzen negative Indices vor- 
kommen können. Wir haben gesehen, dass die Formel richtig bleibt wenn 
man die betreffenden Glieder vernachlässigt. 
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Wir multipliziren nun F. (67) mit a'*"^"*+^W, summiren, und erhalten 



il-^ fe!* 



^2 8 



2 1(2 n + 2) w,^i,,,, + (2n + 1) w^,,, + 2 nw^,.;t^i., 

+ (2 n - 1) t^«.^,,,_i] a-«*-«+^ W = 0. 



In dieser Gleichung betrachten wir nun jedes Glied für sich und ver- 
gleichen es mit F. (61). Das erste Glied ist 



l2 S 



(2 « + 2) 5 M,+,, ,, , «-«-«+» ö^c« = (2 n + 2) «.+, ; 

ik=0,{sO 

das zweite ist 



.2 3 



(2 71 + 1) a ^ t*«.*.ia'*~^*^^V = (2 n + 1) aw„ ; 

fc=0, fesO 

das dritte ist 






^2 8 
k=0, 1=0 



das vierte Glied ist 



, n , n 



(2 n - 1) c 5 «^. ,. ^, a-«-«+> J^c«-! = (2 n - 1) m^,. 



^2 8 

Hiermit ist also nochmals die Richtigkeit der Formel (64) 

{2^.-^2) w^^i + (2 71 + 1) aw„ + 2nbu^^ + (27i - 1) cu^^ = 
bestätigt. 

29. Berechnung von k„. 

Unsere nächste Aufgabe ist die Berechnung der Coefficienten t;„ in der 
Reihe 

F= - f j - = ViX + v^x^ + tfja^ + 

Um dies zu erreichen transformiren wir mittelst 

ü= 1 



Vi + aaj + ^ic* + ex* 
die Formel für F und erhalten 
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V 



Udx 



= aüf 

= a (wo H- UiX + Wg«* + + <*««**) 1 (wo + '^1^ + ^2^?* H • + u^x") dx 

m 

(u 

-hl / 



^X^ 



-f 



+ 



n-f 



+ (7. 



Die additive Constante C dürfen wir gleich Null setzen. 
Der Coefficient v^ von «*• hat den Wert 



" L — 1 



-1^0 , ^ie->^l ^ ^n-8^i ^ 



r=n 



=«S 



racO 

Unter anderm ist 



r + l 



Vi = auoUoy 

Vj = a -^ — |- a —z— f 



__ Fu^Uq UiUi UqU 



Vz = a 



LI 



+ -^ + 



3 J 



+ 



n 



'1 



(71) 



Tragen wir in diese Formeln für die w's ihre Werte aus Formel (63) ein, 
so wird 

«'1 = * »1,0,0« 

= a. 






«» = ««,0,0«' + «8,1,0«* 



(72) 



* Die Bedeutung der numerischen CoeflBcienten ü„, ^, a werden wir später geben. 
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Vi = »4,0,0** + »4,1,0«'* + »4,0,1«« 

35 , 55 ,- 5 
= "64* =48*^-8«''' 

»« = »«,0,0«' + »5,1,0«'* + »3,0,1«'«' + »5.«,0«** 

63 . 49 ,. , 87 , ^ 8 ,, 



32 



80 



15 



»« = »6,0,0«' + »6,1,0«** + »6,0,1«'«' + »6,8,0«'*' + »6,l,l«*C 

* 

231 , , 119 .^ 469 , 231 ,„ , 49 . 

= - ^ «• + -gT «** - 2175 «'«' - gSTg «'*' + 48 «*<>. 



Vi = 



^7,0,0«' + ^7,1,0«'^ + ^7,0,1«*« + ^7:2,0«'^* + 1^7,1,1«^^^ 



429 



"~ OIO ^ 



7 _ 



275 ,^ , 115 , , 849 



a^b^- 



3114 
1120 



16 .3^55 . 
■~35^^"^i2^'^- 



m 



30. (2 71 + 2) i;„^i + (27^ + 1) av^ -\-2nbv^^i + (2n- l)cv^^^ = 0. 
Um die Recursionsformel für die v's zu erhalten differenziren wir 



V Vi -j- ax + ^»' + cx^ = a 1 ■ 



c^ 



Vi -j- oa? + ^Ä* -j- cx^ 



dV 
tragen für V und — die Werte 

CuX 



V=ViX + v^^ + v^ + 
dV 



dx 



= ?;i + 2 ^2^» + 3 v^^ + 



ein und bekommen 



(1+ax^ h^ + cx^ [vi + 2 i;aaj + 3 Vg«^ + H- (ti -f-1) v„+i«"] 

Vergleicht man hierin die Coefficienten der Potenzen von aj, so entsteht 



(2/^ + 2) v„+i + (271 + 1) av„ + 27iÄt;„_i + (2 ti - 1) cv^^ = 0. 



(73) 
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Unter anderm ist 

Vi — a = 0, 

4 Vj -j- 3 avi = 0, 

6 Vs + 5 aVi -j- 4 ^1 = 0, 

8 V4 + 7 avj + 6 ^a + 5 cvi = 0. 



k74) 



Trägt man hier für die v's ihre Werte aus Formeln (72) ein, so bekommt 
man Identitäten die uns nochmals von der Eichtigkeit der Formeln (74) über- 
zeugen. Sie lauten 

a — a = 0, 
4(-ia')+3a.a = 0, 

8 (- II a* -h 1^ a% - f ac) + 7 a (f a« - fa*) + 6 ft (~ ia«) + 5 c . a = 0. 

31. Verification der Formel 

(2 w + 2) t;„+i -f- (271 -f-1) av, -{-2nbv^, + (27i - 1) cv^_^ = 0. 

Um uns nochmals von der Richtigkeit dieser Formel zu überzeugen bringen 
wir durch Eintragung der Werte der v's aus F. (71) den Ausdruck linkerhand 
in die Form 

r=n rssn — 1 



.4=(2«+2)a2^^+(2« + l)a»2 



raB»t — 2 rasn— 8 

+ 2«a6V ?fs=^+(2»-l)acy Ifit^ 
und vergleichen diesen Ausdruck, Glied für Glied, mit der Identität, F. (64), 

r=«— 1 

B = X [(2^ - 2r) wt^ + (2 w - 2r - l)aw,_^i + (2 w - 2 r - 2) K-r-2 



r=0 



I/O o o\ T ^ -j- 2r + 2 

+ (2?i - 2r - 3) c^^,.^] ^^^^^^ «^r = 0. 



Der Beweis zerfällt in vier Teile : 

(1) Das erste Glied in A wird für r = und r = n 

(2 n -{- 2) au^Uo und (2n-{-2)a^^^ 
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Die Summe dieser beiden ist 

(2 n -H 4) aw^tto. 

Das erste Glied in B wird für r = 

(2 w -h 4) au^UQ, • 

Im ersten Gliede von Ä bleibt übrig die Summe 

r=fi— I 



(2n + 2)a2 TTl' 



Setzt man hierin ti — r für r, so ertält man 

r=l , 

Durch Addition bekommt man 

» 

rasn — 1 

(2n + 2)(« + 2)aV . , ^ .V''' ^1^ • 
Im ersten Gliede von B bleibt übrig die Summe 






(2w-2r)(» + 2r + 2) 
»(r + 1) 



S 



Wenn hierin ii — r für r gesetzt wird, so erhält man 






2r(3y?. -2r4-2) 



71 (n — r -h 1) 



2 

Addirt man diese beiden Ausdrücke, so bekommt man 

(2n + 2)(7i + 2)aV , . ixV^ ^ .x ' 

Die ersten Glieder von Ä und 5 stimmen also überein. 

(2) Wir schreiben das zweite Glied in A und das Resultat wenn darin 
71 — r — 1 für r gesetzt wird. Wir haben also 

fass« — 1 

(2/i + l)a»2 



r=0 



und 

r=n — 1 



(2 7i + l)a^2 



W„_r_l Wr 



n — r 

■=0 
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Durch Addition erhält man 



^n— 1 



;^ (^ "" ^) (^ + 1) 



Dasselbe verfahren mit dem zweiten Glied in B liefert 



;^"' (2r + l)(3r^--2r) , 

rsssO ^ '' 



und durch Addition, 

rasn— 1 



(2n + l)(n-M)a«V —J^i^^f^. 



Hiermit ist bewiesen, dass die zweiten Glieder von Ä und B auch über- 
einstimmen. 

(3) Das dritte Glied von Ä ist 

r=n-2 



2na6 2) 



Wir setzen hierin n — r — 2 für r und erhalten 

r=n— 2 



^^ 71 — r — 1 



1 
Durch Addition bekommt man 

r=n-~2 



2n^ab^ 



W„_^2Wr 



r=n— 2 



^ (r + l)(»-r + l) 

Das dritte Glied in B fällt weg für r=n — l. Es bleibt übrig die Summe 

(2n-2r-2)(yi-h2r-f-2) 

Wir setzen hierin n — r — 2 für r und erhalten 

"^ (2r + 2)(3n-2r-2) , 

^ n (n — r — 1^ "^^ " 






rssO 



n (n — r — 1) 
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Durch Addition erhält man 



r=n— 2 



r=0 V 



r 



r -f-1) (71 - r + 1) 

Die dritten Glieder von A und B stimmen auch überein, und wir gehen 
zum Vergleich der vierten Glieder über. 
(4) Das vierte Glied in A ist 



(2n-l)acX ^ 



r=0 

Wir setzen w — r — 3 für r und erhalten 

rasn— S 



(2n-l)acV "-^^ • 
^ ' -^ n — r — 2 



r=0 

Durch Addition erhält man 

r=sn—S 



Für r = n — l und r = n — 2 hat das vierte Glied in B negative Indices. 
Es bleibt daher übrig die Summe 



(2 w - 2 r - 3) (w + 2 r + 2) 

»(»•+1) — -r-8»r. 



2 



Wir setzen w — r — 3 für r und erhalten 

r=n— S 



-^ (2r + 3)(3w-2r-4) 

S n(n-r-2) -^'^'^^r 



r=0 

Durch Addition bekommt man 



^ (r-M)(n~r-2) 
Die vierten Glieder von A und B stimmen auch überein, und die Formel 

(2 w + 2) v„^.i -f- (2n + 1) av^ + 2 wK-i + (2?i - 1) ct;„_2 = 
ist bewiesen. 
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r=»— 1 Abs — fc= — 



2 y3 ^«-r-.l.;i.f^n..< 

^0 fc=0 2bO «aO tssO 



32...,.=s S X S S "=7^ 



In den Formeln (72) haben wir gewisse Zahlen-Coefficienten mit v„,^,* 
bezeichnet. Um sie durch eine Formel darzustellen gehen wir aus von der 
Formel (71), tragen in diese die Werte der t^'s aus F. (61) ein und erhalten 



r=»-l 






^0 - + 



, , n — r— 1 , n — r — 1 
r=n— 1 ifc= — t=- 



z=za^ V ^ ^ ^ ^^ ^^ !^=?:=LAI^fli£t«^»--2fr-«-2»-3<-^lJJfc+»^+t 



r=0 fc=0 Z=0 «5=0 «=0 ' 



Hierin ist 



, »__n— »*~1 T « — r— 1 r ^ r 

r-Ä«— 1 hss — - — 7= 9=- f=- 



wobei g = k-{- s und A = Z + ^ ist. 

Anmerkung. — Natürlich besteht auch hier die Relation 

(2 n + 2) ü„+i,f,,Ä + (2 W + 1) ü„,f,,Ä + 2 mn-\,g^l,h + (2 W - 1) Vnr-2,g,h-\ = 0. 



33. Berechnung von w„. 



Um die Coefficienten w^ in 



VI + aa; 4- 60;^ + cx^»^ Vi -j- ao; -j- hx^ -j- c»^ 
zu berechnen transformiren wir durch 

Vi + aa; 4- ia;^ + 001? 



. • • • • 



in die Form 
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öl 



W 



= aUf 



Uxdx 



= a (wo + ^1^ + ^«^* + 



= a (wo H" ^1^ H" %35* + 






+ Wi5C H- Wjic' + 



^0^ , '^l^ , WjX* 



Die additive Constante setzen wir gleich Null. 
Der Coefficient w^ von x** hat den Wert 

rs=n— 2 



W, 



=«2 

r«0 



r + 2 



Unter anderm ist 












')xdx 



■) 



+ c. 



(76) 



Tragen wir in diese Formeln für die w's ihre Werte aus Formeln (63) ein, 
so wird 



a 



W2 = ^8,0,0 

= *«? 






«'4 = ^4,0,0a'-H^4,l,0a^ 



^6 = «^5,0.0 



OO 



ti «* + iU *'* - Ä ««> 
«'« = «'8,0,0«* + We.i.o«'* + «'e.o.i«'«' + «'e.i.o«** 
= li'Ä «* - itS «•* + H «'« + A «**. 

«'r.o.o«* + «'t.i.o«** + M'7,0.1«'«' + «'7,»,o«'** + W'M.ia*«' 

- i!i «' + §M «'* - Hl» *'« - t't^ «*** + m «*«. 



w, = 



(77) 



J 
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DISSERTATION. 



34. (2 71 -f- 2) w^^i -f (2 n -f-1) az^„ + 2 nbw^_^ -{-{2n-l) cw^^ = 0. 
Um die Recursionsformel für die w^s zu erhalten differenziren wir 



TF Vi -^ ax -hbx^ -{- cx^ = a J ■ 



Ä^x 



Vi -h ax -i- hx^ ■\- cx^ 



tragen in das Resultat 



dW 
dx 



(1+ ax -f- bx^ 4- cx^) -f- ]^(| + hx + ^^^n - ax = 



die Werte 






dx 



= 2 w^x + 3 w^x^ + 4 1^4»' 4- 



• • • • 



ein, und erhalten 



(1 4- ax 4- bx^ 4- ca:^ (2 w^x 4- 3 i^gX^ 4- 4 t<;4a;' 4- 4- nw^x'^^ 4- ) 

4- Äa; 4- ^ cx^) {w%y?^ 4- t^s^ + ^4^^ H" + t^?„ir" 4- ) — aa; = 0. 

Durch Vergleichung der Coefficienten der Potenzen von x entsteht die 
Formel 

(2 71 4- 2) w^^^ 4- (2 71 4- 1) aw^-^-^TiJbw^^ 4- (2 7i - 1) cw^^ = 0. (78) 
Unter anderm ist 



2 1«^2 ~ öt = 0, 

6 i^^8 4- 5 aw^, = 0, 

8 2^4 4- 7 aw^ 4- 6 bw^ = 0, 

10 1^5 4- 9 aw^ 4- 8 ^zi^g 4- 7 c?^a 



= 0. 



(79) 



Trägt man in diese Formeln die auf andere Weise berechnete Werte der 
t^?'s aus Formeln (77) ein, so wird in der That 

2 (ia) — a = 0. 

6(~A«') + 5a(ia)=0. 

B(M«'-|«^) +7a(-VVa2)4-65(^a)=0. 

10 (- §Ja^ + ilJa^i - /^ac) 4- 9a(||a' ~ f a5) 4-8^(- T^^a«) 4- 7c(ia) = 0. 
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Bringt man die F. (78) 

. (2n + 2) w;„^i -{-(2n-h l)aw^ -h2nbw^i + (2% - 1) cw^ = 
durch Eintragung der Werte der w's aus F. (76) in die Form 

r=w— 8 r—n i 

r=ü raaO 

und vergleicht dann diesen Ausdruck, Glied für Glied, mit der Identität, F. (64), 

rssn— 2 

-ß=2 [(2»-2»'-2)«,_^, + (2»-2r-3)aM,_^j + (2n-2r-4)i«,_^ 

r-O 

I /o o K\ T « + 2r + 3 . 

+ (2 n - 2 r - 5) CM,_^] ^5^— 3y^^q-^ ««. = 0, 

SO wird durch das Uebereinstimmen von A und B nochmals die Richtigkeit 
der F. (78) bestätigt. Das Verfahren ist genau dasselbe wie in Paragraph 31. 



36. Formel für ir„,g,Ä. 
Wir tragen in F. (76) 



rasn— 2 






r-f2 
für die w's ihre Werte aus F. (61) ein und erhalten 

rasn— 2 
r=0 



. « V^ ^n— r— 2 ^y 



_o 1- » — >"~2 . w — r— 8 r ^_r 

Hierin ist 
wobei ^ = Ä; + 5, h = l-{- 1 ist. 



«I < ' . * * 

-' ' . - ■ ' « t 
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36. U„, K,, und W„. 

In den Reihen, F. (60), 

CT Ä Wq -I- UiX + U^ + U^y? -j- 1*405* + • • • 
f^ = ViX + Vf«* + VsX' + t?4«* H- Vfii»* + • • 

sind die Beste 

U — (uq + UiX + tÄjCC* -j- H- w„x"), 

F— (vios + v,«* + v^ -j- H- v„«*), 

W — (w^ + w^jx' -j- w^pc* + + Wf^X^). 

Wir führen für das Produkt von Rest mit Wurzel Vi -j- ax -f bx'^ + cx^ 
die Bezeichnung 

^„ == (U— Uq — UiX — WjÄ* — — u„x^) Vi + ax + ^Ä* + ex^, 



V„ = (V— ViX — V^ — V^ — rr- V««") Vi -j- 005 -j- ^* + CX^y 

Wn = (W^ w^ — Wjaj* — 1^4»* — — w„a;*) Vi -j- ox + ^x* + c»*, 

ein. 

Unter anderm ist 

» 



(81) 



?7i = 1 — (wo + ^1^) Vi + ax + ^aj* -f cx^, 
C^a = 1 "■ (^0 + WiX + u^x?) Vi -\- ax + bx^ + ex*. 

e2x 






Vi + ax + ^x'^ 4- ex* 
t/x 



— ViX Vi + ox -j- 6x* 4- CÄ®, 



Vi + ax + ^x* + ex* 

, == — (ViX + VjX*) Vi -h ax + ^x* + ex*. 

Vi + ax + 6x2 + ex* V * >' 

X6?X 



i = « J 

2 = a 1 =■ — w^^y/l -\- ax -{• bx^ + ex*. 

•/ Vl 4- nv 4- An?2 4- /«i^ 



Vi -f äx + ^x* + ex* 

x<ix 
Vi + ax + 6x* + ex* 



: ' : r t . 
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37. 1^, €Eb, iEn 
dx dx dx 



Durch Differentiation und Multiplication mit Wurzel Vi + aa; -h ha? + ex* 
bekommt man aus ?7^, F. (81), 

ax 
*? (i*i + 2 %aj -f- 3 w«aj' + -f- fM*„a^^) (1 + a« + ha? + ea?) 

-f- (mo + ^1« + w««^ 4- + w„a;") (ö + ^^ + o / 



+ ^cO «* + + I (^ — 1) Wn~l + 



2n--3 



^^^^•»^w 



2 — ^«— s 

2«-6 "1 . » . r . 2«-l 



+ (» - 2) K-^ + ^^^CM»^] af-^ + [««, + 

... , 2 w-3 1 _, . r 2» + l , . 
+ (n - 1) Jm^ H ^ — c«^ J a!«-i + I — ^ — «"» + "*"»-i 



H r CM„a^"'"^. 



Rechterhand verschwinden nach Formeln (65) und (64) die Coefficienten 

der Potenzen von cc°, x^, a?, bis a;"~^ Die Coefficienten von x* und a;""'" 

lassen sich aus F. (64) durch 

- (w + 1) w„+i und - |^(w -f- 2) w,+2 + ' ^^ - att^+i J 

ersetzen. Wir haben also 

tZ?7^^ (27i + 2)2^,^ia^ + r(^n + 4)^„^2 + (2n + 3)at^,^i]x»-^^-(2n + 3)c^,^^^^ 
^^ 2VH-aa: + fta^4-ca;« 

(82) 
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Unter anderm ist 



Durch dasselbe Verfahren bekommt man aus F„ und W^, F. (81), 

dV^^ {2n^2) v,^^x- + [(2 n 4- 4) v,^, + (2 n + 3) ai;„^,] x"-^^ - (2 ti + 3) ci;,a-"^ ^- 
ö^^ 2Vl + ax + Äa;2 + caj3 



<^Tr,^ (2n + 2)i^;,^iX^ + [(27i + 4)i£;,^2+(2n + 3)a^^„^Ja;^+^--(27i + 3)ci^;„a^^ 



(83) 

n+2 



(84) 



Unter anderm ist 

dVo a 



dx Vi + ax + h^ 4- caj3 
dV^ ^ a(Sax-\-4.bx^ -\-5cx^ 
dx " 2VrTä^T^^?Tc3c« 

^ VH- oa; + ^»a;2 + caj« ' 
c^TFi ax 

^ Vi + ox + 6a^ + ca^ 



^ »^ VI -h ax + ^x^ + caj* 

Die Formeln (82), (83), und (84) 

^^ 2^1 -{- ax -\- bx^ -h cx^ 

dV^^ (2n^ 2)v^^^7f^ + [(2 n + 4) v,^^ -f- (2 ti + 3) av,^{\ x-^' -(2n-\-S) cv„x"+' 
^^ 2^\^-ax^-hx^-\-c7^ 

dW„^ (2n-^2) w„^^x^ + [(2 ti + ^)w„^^ -\-(2n-h3) aw„^,']x^-^' - (2 n + 3) cwx^'-"' 
^•^ 2 Vi -h ax ^ bx^ -{- cx^ 
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multipliziren wir nun der Reihe nach mit 2>i, D,, 2>j, wo 2>i, Z>a, und Z>s die 
ünterdeterminanten von der ersten Colonne in der Determinante 



2> = 



^n ^»+1 ^n+J 



Vn V>+1 ^«+2 



"'»«^n+l^'.+X 



sind, addiren, und erhalten 



A^ + A^" + A^ = -(2« + 3)I>c 



.n-f-2 



c?aj 



e;^ 



e;^ 



2 Vi + aar -f- 6«* -f- caj« 



• (85) 



Aus der F. (85) erhalten wir nun 



Q^^f 



af-^^dx 



Vi -H a« + ^aj^ -h CÄ* 



= - (D,U^ + D,r, + A W^n) + ^. (86) 



39. Anwendungen der Formel. 
Für w = wird F. (86) 



l'^f /.^ '''f.2^ , = -(A^o + AFo-f-A^o)-f-a 



Trägt man hier die Werte für Uq, F«, und Wq aus Formeln (81) ein, so wird 



i-/ 



x^dx 



Vi + ax + 6x* + ex* 



= Awo VH- ox + 6x* -h ca;» 



— A - «A J 



cte 



Vi + aa? + 6a;* -f ca;' 



- «A J 



a;(fa; 



Vi -^ ttx '\- ba^ -{- cx^ 



+ a 



Die Determinante D ist in diesem Fall 



D = 



t^Q Vi ^2 



= A 



Differenzirt man obiges Resultat, multiplizirtmit Wurzel Vi -hax-h bx^-^cx^, 
und trägt die Werte für die Constanten ein, so wird 
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DISSERTATION. 






^lio'^^^ ^ 2 ^^/ "" ^^' ~" ^^«^' 



3 3 



= b {viW^ — ^2^i) — a (wi^a — «2^1) 

=*[«i--!«'»]-«[-i-r'-(r'-iOO 

= 0, 



a 



aj^:0 = ^ A-aA 



2L2j^ L 2 2j 



= 0. 

Für w = 1 wird F. (86) 
Qc^dx 



i-/ 



Vi + ax + bx* + ex* 



= - (Af^i + AFi + A»F,)+ C 



■» [A («d + «i«) + A^iar] Vi + a» + da» + «XB» 

- A - «A r , <fa ^ 

♦^ Vl + aa! + &r» + 

- «aJ ""^ 



CiB* 



Vi + o« 4- ftic* + cx« 



Trägt man die Werte aus 



D = 



Ui U^ Uz 
Vi V2 Vs 
WiWiWs 



= t*iA + ^1 A 



ein, so wird 



i'^f 



x^dx 



Vi + ctx + hx^-\' cx^ 



= (2)a; + uj>{) Vi + aaj + bx^ -f- ex« 



- A - «A J 

-aA/ 



c?aj" 



Vi + öKC -j- ^x'^ + caj« 
xdx 



Vi + a« + ftx^ + CA* 
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Differenzirt man dieses Eesultat^ so wird 

I cBt^ = 2>(H- aaj + &c« + cä») + (Z>a; -f- A) (I H- te + |cä«) 

und die Coefficienten auf beiden Seiten sind einander gleich. 

5 3 

aj«:0 = 2>-h|A-aA. 



